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赋有向图凸度量空间的 Mann迭代算法
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摘 要:赋有向图的度量空间相比于一般的度量空间，在空间结构上更为复杂，有向图本身并

不具有线性结构，在探究映射不动点的逼近问题上难度相对较大，从而受到了众多学者的广泛关

注。首次通过在该空间中引入凸结构，给出了赋有向图凸度量空间的概念，并在该空间中得到 G －
单调非扩张映射在 Mann迭代下生成序列的收敛性定理，并给出反例说明 Mann迭代下生成序列不
一定收敛到 G －单调非扩张映射的不动点。
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Mann Iterative Algorithm in Convex Metric Spaces
Endowed with a Directed Graph
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Abstract: Compared to the general metric space，the metric space endowed with a directed graph is more
complex in space structure，and the directed graph itself does not have a linear structure，and it is relatively
difficult to explore the problems of the fixed points of the mappings. In this paper，the convex structure is
introduced in the metric space endowed with a directed graph for the first time，and the convex metric spaces
endowed with a directed graph is defined. Moreover，the convergence theorem of the sequence which is generated
by the Mann iterative algorithm of G-monotone nonexpansive mappings is obtained. Furthermore，an example is
given to illustrate that the sequence generated by Mann iteration does not necessarily converge to the fixed point of
G-monotone nonexpansive mapping.
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0 引 言

20 世纪初期，波兰数学家 Banach［1］首次给出了
Banach不动点定理并且利用 Picad 迭代证明了这个

定理，也称作“压缩映射原理”。2004 年，Ｒan 和 Ｒe-
uring［2］根据 Sayed 和 Ｒan［3］于 2002 年发表的关于
一类特殊微分方程解的迭代方法一文中的不动点内

容将压缩映射原理推广到偏序集，在其上讨论了一

类单调、序连续的压缩型映射的不动点问题，并将结



果应用于非线性矩阵方程解的存在性和唯一性问

题，从而引起了国内外数学学者对偏序度量空间上

各种非扩张型单值映射和非扩张型集值映射不动点

问题的广泛关注。2005 年，Nieto 和 Ｒodriguez［4］扩
展了 Ｒan的关于不动点理论的研究内容，并且用所
获得的研究成果解决一些微分方程的问题。2008
年，Jachymski［5］将 Banach压缩映象原理推广到赋有
向图的度量空间，2009 年，Gwodzdz-Lukawska 和
Jachymski 在赋有向图度量空间中发展了 Hutchin-
son-Barnsley有限映射族理论［6］，2010 年，Bojor 在赋
有向图度量空间中研究了 φ － 压缩的不动点理
论［7 － 8］。图论与不动点理论有机结合，开启了研究
度量空间中不动点问题的新篇章［9 － 16］。

1970 年，Takahashi［17 － 18］引入凸结构的概念，定

义了凸度量空间并研究了非扩张映射的不动点定

理。1972 年和 1983 年，Kirk 和 Goebal［19］分别研究
了凸度量空间中收敛序列的迭代问题。1993 年，
iri ［20］给出了凸度量空间中非扩张映射的不动点
定理，并引入了 CIP 性质。1997 年，Chosh 和 Deh-
nath［21］将前期的研究结果推广到凸度量空间映射
族序列的情形。2001 年，Liu Q［22］推广了 Petryshgh
和 Williamson在 1973 年的结果，得到了凸度量空间
中迭代序列收敛于不动点的条件。2005 年， iri
等［23］在凸度量空间中引入 Hausdorff 度量，通过构
造 Hausdorff不等式得到了在凸度量空间中两个多
值映射公共不动点定理。2010 年，Khan 等［24］引入
拟非扩张映射概念，通过两种不同的迭代方式，得到

了凸度量空间中的不动点定理。同年，Chao W
等［25］引入广义凸度量的概念，将凸度量空间中的一

些结果推广到广义凸度量空间。关于凸度量空间的
研究仍在继续。
由于有向图本身不具备线性结构，这使得赋有

向图的度量空间的空间结构更为复杂，在探究映射

不动点的问题上难度相对较大。在赋有向图的度量
空间中推广已有的不动点定理和迭代算法，对进一

步完善不动点理论具有一定的价值和意义。本文首
次在该空间中引入凸结构，给出了赋有向图凸度量

空间的概念，并在该空间中得到 G －单调非扩张映
射在 Mann迭代下生成序列的收敛性定理，并给出
反例说明 Mann 迭代下生成序列不一定收敛到 G －
单调非扩张映射的不动点。

1 预备知识

定义 1 设( X，d) 为度量空间，连续映射W ∶ X

× X ×［0，1］→ X，若对于所有的 x，y，u ∈ X，λ ∈
［0，1］有如下不等式成立: d( u，W( x，y; λ) ) ≤
λd( u，x) + ( 1 － λ) d( u，y) 则称该映射为凸结构，将
( X，d，W) 称作凸度量空间。
易知，Banach空间及其凸子集为凸度量空间，

但 Frechet空间不一定为凸度量空间。
有序对( V( G) ，E( G) ) 构成图 G，其中 V( G) 为

顶点集，称之为点集，E( G) 为 V( G) 中元素的二元
关系，称之为边集。若每个顶点自身可构成边，即
( x，x) ∈ E( G) ，则称图 G 具有反身性。若图的每条
边都规定了方向，则图 G 为有向图，否则称为无向
图。此外，将两点间的距离作为权值赋予每条边。我
们记 G－1 为反转图 G的方向所得到的图，即

E( G－1 ) = { ( y，x) ∶ ( x，y) ∈ E( G) }
在本文中，我们令

E( G
～
) = E( G) ∪ E( G－1 )

则 G
～
是一个对称的有向图。本文中所涉及均为对称

的有向图，仍记为 G。
定义 2 称有向图 G 具有传递性，是指对 x，

y，z∈ E( G) 有
( x，y) ∈ E( G) 且( y，z) ∈ E( G)
( x，z) ∈ E( G)
定义 3 设{ xn} ∈ V( G) ，有如下定义
1) 称{ xn} ∈ V( G) 是 G － 递增的，若( xn，xn+1 )

∈ E( G) ;
2) 称{ xn} ∈ V( G) 是 G － 递减的，若( xn+1，xn )

∈ E( G) ;
3) G － 递增或 G － 递减序列统称为 G － 单调序
列。
定义 4 加权有向图( G，d) 为 G － 完备当且仅

当任一柯西列{ xn} 收敛到 x∈ V( G) 。
定义 5 设 T ∶ V( G) → V( G) 为 G － 单调非扩

张映射，若满足以下两个条件:

1) T为 G － 单调映射，( x，y) ∈ E( G) 时
( T( x) ，T( y) ) ∈ E( G)
2) T为非扩张映射，即
d( Tx，Ty) ≤ d( x，y)
在本文中，均假设图 G具有反身性和传递性。

2 主要结果

在一般的线性空间中，Mann 迭代格式定义
如下:
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xn+1 = αnxn + ( 1 － αn ) Txn

下面将利用凸结构将 Mann 迭代格式引入到赋
有向图度量空间中。
定义 6 设( G，d) 为赋有向图度量空间，连续

映射

W ∶ V( G) × V( G) ×［0，1］→ V( G)
若对于x，y，u∈ V( G) ，α∈［0，1］有以下不等式
成立:

d( u，W( x，y; α) ) ≤ αd( u，x) + ( 1 － α) d( u，y)
则称( G，d，W) 为赋有向图凸度量空间。
性质1 对任意 x，y∈ V( G) 和 α( 0≤ α≤1) ，

有

d( x，y) = d( x，W( x，y; α) ) + d( W( x，y; α) ，y)
证明: 由于( G，d，W) 为凸度量空间，故有
d( x，y) ≤ d( x，W( x，y; α) ) + d( W( x，y; α) ，y) ≤
αd( x，x) + ( 1 － α) d( x，y) + αd( x，y) + ( 1 －

α) d( y，y) = d( x，y)
注意到对任意 x，y∈ V( G) 和 α∈［0，1］，有
d( x，y) = d( x，W( x，y; α) ) + d( W( x，y; α) ，y)
d( x，W( x，y; α) ) = ( 1 － α) d( x，y)
d( W( x，y; α) ，y) = αd( x，y)
证毕。
性质 2 对任意( x，y) ∈ E( G) ，若 u∈［x，y］，

则

( x，u) ∈ E( G) ，( u，y) ∈ E( G)
注: 设( x，y) ∈ E( G) ，若有 u∈ V( G) 及 0≤ α

≤ 1，使得 d( x，u) = ( 1 － α) d( x，y) 且 d( u，y) =
αd( x，y) ，则记 u∈［x，y］。
例 1 设 x，y为实数轴 Ｒ上任意两点，定义
E( G) = { ( x，y) ∶ x≤ y或 y≤ x}
V( G) = Ｒ，d( x，y) = | x － y |
取 u∈［x，y］，其中
［x，y］ = { z ∶ z = αx + ( 1 － α) y，α∈［0，1］}
则( x，u) ∈ E( G) 且( u，y) ∈ E( G) 。
引理1 设赋有向图凸度量空间( G，d，W) 满足

性质 2，T ∶ V( G) → V( G) 为 G － 单调映射，若( x1，
Tx1 ) ∈ E( G) ，定义

xn+1 = W( xn，Txn ; αn )

则对任意自然数 i，j，k，xi，xj，Txk 可两两构

成边。
证明: 由题意及性质 1 知
d( x1，x2 ) = d( x1，W( x1，Tx1 ; α1 ) ) =
( 1 － α1 ) d( x1，Tx1 )
d( Tx1，x2 ) = d( Tx1，W( x1，Tx1 ; α1 ) ) =

α1d( Tx1，x1 )
则 x2 ∈［x1，Tx1］。利用性质 2 可知
( x1，x2 ) ∈ E( G) ，( x2，Tx1 ) ∈ E( G)
由 T为 G － 单调映射知
( Tx1，Tx2 ) ∈ E( G)
利用图的传递性可得

( x2，Tx2 ) ∈ E( G)
依次进行下去，对任意自然数 p，有
xp+1 ∈［xp，Txp］

( xp，xp+1 ) ∈ E( G) ，( xp+1，Txp ) ∈ E( G)
( Txp，Txp+1 ) ∈ E( G) ，( xp+1，Txp+1 ) ∈ E( G)
即对任意自然数 i，j，k，xi，xj，Txk 可两两构成

边，证毕。
定理1 设( G，d，W) 为 G －完备的赋有向图凸

度量空间且满足性质 2，T ∶ V( G) → V( G) 为 G －单
调非扩张映射，则利用如下 Mann迭代格式

x1 = c

xn+1 = W( xn，Txn ; αn
{ )

可构造序列{ xn} ，xn → x ∈ V( G) ，其中( x1，T( x1 ) )

∈ E( G) ，0 ≤ 1 － αn ≤
1
2n，αn ∈［0，1］。

证明: 由引理 1 知，对任意自然数 i，j，k，xi，xj，

Txk 可两两构成边。
任意相邻两点间距离为

d( xn，xn+1 ) = d( xn，W( xn，Txn ; αn ) ) =
( 1 － αn ) d( xn，Txn )

注意到

d( xn，Txn ) ≤ d( xn，Txn－1 ) + d( Txn－1，Txn ) ≤
d( W( xn－1，Txn－1 ; αn－1 ) ，Txn－1 ) + d( xn－1，xn ) =
αn－1d( xn－1，Txn－1 ) + ( 1 － αn－1 ) d( xn－1，Txn－1 ) =
d( xn－1，Txn－1 ) = … = d( x1，Tx1 )

考虑点 xn，xn+p，p为任意整数:
d( xn，xn+p ) ≤ d( xn，xn+1 ) + d( xn+1，xn+2 ) +… +

d( xn+p－1，xn+p ) ≤
［( 1 － αn ) + ( 1 － αn+1 ) + … + ( 1 －

αn+p－1) ］d( x1，Tx1 ) ≤

( 1
2n + 1

2n+1 + … + 1
2n+p－1 ) d( x1，Tx1 ) =

( 1 /2n ) ( 1 － ( 1 /2) p )
1 － 1 /2 d( x1，Tx1 )

当 n→∞ 时，d( xn，xn+p ) → 0，则{ xn} 为 Cauchy列。
由空间的 G － 完备性知

xn → x∈ V( G)
证毕。
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注: 在定理1的条件下能够保证Mann迭代下生
成序列是收敛的，但没能证明该序列一定收敛到 G
－ 单调非扩张映射的不动点。事实上，通过下面的例
子可见定理 1 中 Mann迭代下生成序列不一定收敛
到 G － 单调非扩张映射的不动点。
引理 2［26］ 如果从某个 n起都有 an ＞ 0( 或者

－ 1 ＜ an ＜ 0) ，那么∏
∞

n = 1
( 1 + an ) 与∑

∞

n = 1
an 同敛散。

例 2 设 V( G) = ［0，1］，对任意 x ∈ V( G) ，

Tx = x
2 ，定义集合

E( G) = { ( x，y) ∶ x≤ y或 y≤ x}

选取初始值 x1 = 1，则 Tx1 = 1
2 ，从而

( x1，Tx1 ) ∈ E( G)

令 xn+1 = W( xn，Txn ; αn ) ，这里 αn = 1 － 1
2n。设 d

为欧式距离，定义为

d( x，z) = | x － z |
下证 xn → x∈ V( G) ，但 x不是 T在 V( G) 上的不动
点。

证明: 由于 x1 = 1，Tx1 = 1
2 ，则

d( x1，Tx1 ) =
1
2

d( x1，x2 ) = d( x1，W( x1，Tx1 ; α1 ) ) =

( 1 － α1 ) d( x1，Tx1 ) =
1
2 × 1

2 = 1
4

d( Tx1，x2 ) = d( Tx1，W( x1，Tx1 ; α1 ) ) =

α1d( x1，Tx1 ) = ( 1 － 1
2 ) ×

1
2 = 1

4
从而

x2 = x1 － d( x1，x2 ) = 1 － 1
22 = 3

4

Tx2 =
x2
2 = 1

2 ( 1 － 1
22 ) =

3
8

d( x2，Tx2 ) =
1
2 ( 1 － 1

22 ) =
3
8

计算得:

d( x2，x3 ) = ( 1 － α2 ) d( x2，Tx2 ) =
1
22

1
2 ( 1 － 1

22 ) =
1
23 ( 1 － 1

22 )

d( Tx2，x3 ) = α2d( x2，Tx2 ) =

( 1 － 1
22 )

1
2 ( 1 － 1

22 )

则

x3 = x2 － d( x2，x3 ) =

( 1 － 1
22 ) －

1
23 ( 1 － 1

22[ ]) =

( 1 － 1
23 ) ( 1 － 1

22 )

Tx3 =
x3
2 = 1

2 ( 1 － 1
22 ) ( 1 － 1

23 )

d( x3，Tx3 ) =
1
2 ( 1 － 1

22 ) ( 1 － 1
23 )

依次进行可知当 k = n － 1 时:
d( xn－1，xn ) = ( 1 － αn－1 ) d( xn－1，Txn－1 ) =

( 1 － αn－1 )
xn－1

2 =

1
2n∏

n－2

i = 1
［1 － 1

2 i +1］

d( Txn－1，xn ) = αn－1
xn－1

2 =

( 1 － 1
2n－1 )

1
2∏

n－2

i = 1
［1 － 1

2 i +1］

则

xn = xn－1 － d( xn－1，xn ) =

∏
n－1

i = 1
［1 － 1

2 ( i +1)
］ = ∏

n

i = 2
［1 － 1

2 i］

Txn = 1
2∏

n

i = 2
［1 － 1

2 i］

当 n充分大时，

∏
n

i = 2
( 1 － 1

i2
) ＜ ∏

n

i = 2
［1 － 1

2 i］ ＜ 1 且

lim
n→∞
∏

n

i = 2
( 1 － 1

i2
) = 1

2

注意到

∑
n

i = 1

1
2 i → 1( n→ ∞ )

由引理 2 知，lim
n→∞
∏

n

i = 2
［1 － 1

2 i］存在，

则

xn → x≠ 0 ∈ V( G) ，

Txn →
x
2 ≠ 0 ∈ V( G)

故 x不是 T在 V( G) 上的不动点，证毕。

3 结 语

主要在赋有向图的度量空间中引入凸结构，给

出该空间中 G －单调非扩张映射在 Mann 迭代下生
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成序列的收敛性定理，并给出反例说明该序列不一

定收敛到 G －单调非扩张映射的不动点。可以在此
基础上，继续考虑其他映射是否可以收敛到不动点

以及其他迭代格式的收敛性问题。
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